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Déconvolution de pics

La spectroscopie infrarouge

Table des positions des pics et groupes

chimiques associés pour des

échantillons de néoprène ([Tchalla,

2017]).

y(t) =
s?∑
k=1

β?k φ(θ?k , t) + w(t), (φ(θ, ·), θ ∈ Θ) dictionnaire continu.
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Déconvolution de pics

Choix du dictionnaire continu : φ(θ, t) = ϕ(θ,t)
‖ϕ(θ,·)‖ ,

ϕGauss : Θ× R→ R

((µ, ν), t) 7→ e−
(t−µ)2

2ν2 ,

ϕLorentz : Θ× R→ R

((µ, ν), t) 7→ 1

1 + (t−µ)2

2ν2

.
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Déconvolution de pics

y(t) =
s?∑
k=1

β?k φ(θ?k , t) + w(t).

→ Retrouver le nombre s? de fonctions paramétriques dans le mélange.

→ Retrouver la position des pics θ?k pour identifier les groupes chimiques.

→ Retrouver les amplitudes des pics β?k pour déterminer les

concentrations des espèces chimiques.
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Inversion d’une transformée de Laplace

f : Θ → R

Disctrétisation

sur la grille:

(θ?k , 0 ≤ k ≤ s?).

Transformation de

Laplace discrète:
s?∑
k=1

(θ?k −θ
?
k−1)f (θ?k ) e−θ

?
k t .

Observation de

la transformée

bruitée.

y(t) =
s?∑
k=1

β?k φ(θ?k , t) + w(t).

φ(θ, t) = ϕ(θ,t)
‖ϕ(θ,·)‖ ·

ϕ : Θ× R→ R

(θ, t) 7→ e−t θ.

→ Retrouver s?, (β?k , 1 ≤ k ≤ s?) et

(θ?k , 1 ≤ k ≤ s?) pour reconstruire f .
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I) Le modèle

On observe un signal y sur le support d’une mesure λT .

• λT discrète (ex: λT = ∆T

T∑
j=1

δtj ) → observations sur une grille.

• λT continu (ex: λT = Lebesgue) → observations continues.

On observe un signal y bruité par un processus stochastique wT .

• Pour tout f ∈ L2(λT ), Var 〈f ,wT 〉T ≤ σ2 ∆T ‖f ‖2
T .

On définit,

〈f , g〉T =

∫
R
f (t)g(t)λT (dt) et ‖f ‖T = 〈f , f 〉1/2

T pour f , g ∈ L2(λT ).

Le paramètre T correspond à la qualité des observations: ∆T → 0
T→+∞

.
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I) Le modèle

On observe le signal

y = β?ΦT (ϑ?) + wT , λT − p.p. (modèle)

Pour tout ϑ = (θ1, · · · , θK ) ∈ ΘK ,

ΦT (ϑ) =

φT (θ1)
...

φT (θK )


est la fonction multivariée ΦT (ϑ) définie sur R à valeurs dans RK ,

t 7→ ΦT (ϑ, t).

Le paramètre K est une borne arbitrairement grande pour s? .
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I) Le modèle

• Exemple discret: Grille régulière sur [0, 1], λT = ∆T

T∑
j=1

δtj avec

tj = j/T et ∆T = 1/T , wT (tj) ∼
i.i.d
N (0, σ2).

y

(
j

T

)
= β?ΦT

(
ϑ?,

j

T

)
+ wj , wj ∼

i.i.d
N (0, σ2), j = 1, · · · ,T .

• Exemple continu: λT = Lebesgue sur [0, 1] et wT est un

Brownien: wT = σ
√

∆T B, ∆T = 1/T ,

y = β?Φ(ϑ?) +
σ√
T

B, Lebesgue-p.p.

Dans les deux cas : ∀f ∈ L2(λT ), Var 〈f ,wT 〉T ≤ σ2 ∆T ‖f ‖2
T .
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I) Le modèle

y = β?ΦT (ϑ?) + wT , λT − p.p. (modèle)

On considère une extension non linéaire du modèle de régression

parcimonieuse en grande dimension : S? = {k , β?k 6= 0},
Card S? = s? < K .

→ Estimateurs pour β? et ϑ?S? ?

→ Risque de prévision ?

(à une permutation jointe sur les composantes de β? et ϑ? près)
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II) Problème d’optimisation

Formulation d’un problème d’optimisation avec une pénalisation Lasso

pondérée par κ > 0 :

(β̂, ϑ̂) ∈ argmin
β∈RK ,ϑ∈ΘK

T

1

2
||y − βΦ(ϑ)||2T + κ||β||`1

ΘT ⊂ Θ, intervalle compact.

On suppose que pour tout k ∈ S?, θ?k ∈ ΘT .

Problème non-convexe mais des méthodes numériques performantes

existent (sliding Franck-Wolfe algorithm [Denoyelle et al, 2019]).
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II) Problème d’optimisation

On peut réécrire le modèle

y = β?ΦT (ϑ?) + wT , λT − p.p

sous la forme

y =

∫
φT (θ)µ?(dθ) + wT , λT − p.p

avec µ? =
s?∑
k=1

β?k δθ?k .
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II) Problème d’optimisation

Formulation d’un problème sur un espace de mesures (Beurling Lasso [De

Castro & Gamboa 2012]),

µ̃ ∈ argmin
µ∈M(Θ)

1

2
||y −

∫
φT (θ)µ(dθ)||2T + κ||µ||TV .

Problème convexe !

Remarque: pour µ =
s∑

k=1

βkδθk on a ‖µ‖TV = ‖β‖`1
.
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II) Problème d’optimisation

µ̃ ∈ argmin
µ∈M(Θ)

1

2
||y −

∫
φT (θ)µ(dθ)||2T + κ||µ||TV .

Obtient-on une mesure µ̃ discrète ?

→ Lorsque λT est discrète, si l’ensemble des solutions est non vide, il

existe une solution discrète [Boyer et al, 2019].

→ Sous des hypothèses sur ϕ et µ? et lorsque κ et
‖wT‖T
κ sont

suffisamment petits les solutions sont discrètes et composées de s? Diracs

[Duval & Peyré 2015].
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II) Problème d’optimisation

µ̃ ∈ argmin
µ∈M(Θ)

1

2
||y −

∫
φT (θ)µ(dθ)||2T + κ||µ||TV .

Borne sur le risque de prévision
∥∥∥β̃ΦT (ϑ̃)− β?ΦT (ϑ?)

∥∥∥
T

?

µ̃ =
s̃∑

k=1

β̃kδθ̃k .

→ Pour (ϕ(θ) : t 7→ ei2πtθ, θ ∈ T) et ∆T = 1/T , on peut choisir κ de

telle sorte que∥∥∥β̃ΦT (ϑ̃)− β?ΦT (ϑ?)
∥∥∥
T

= OP

(
σ
√

s? log T
T

)
[Tang et al 2014].
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∥∥∥β̃ΦT (ϑ̃)− β?ΦT (ϑ?)

∥∥∥
T

?

µ̃ =
s̃∑

k=1

β̃kδθ̃k .

→ Pour (ϕ(θ) : t 7→ ei2πtθ, θ ∈ T) et ∆T = 1/T , on peut choisir κ de

telle sorte que∥∥∥β̃ΦT (ϑ̃)− β?ΦT (ϑ?)
∥∥∥
T

= OP

(
σ
√

s? log T
T

)
[Tang et al 2014].

14



III) Borne pour le risque de prédiction

On définit sur Θ×Θ, KT (θ, θ′) = 〈φT (θ), φT (θ′)〉T

Theorem (Θ ⊂ R)

Hypothèses :

• wT Gaussien et pour tout f ∈ L2(λT ), Var 〈f ,wT 〉T ≤ σ2 ∆T ‖f ‖2
T .

• La fonction ϕ est suffisamment régulière.

• ∀ 1 ≤ k 6= ` ≤ s?, dFR(θ?k , θ
?
` ) > δ

• KT est suffisamment proche de K∞.

Alors pour κ ≥ C0σ
√
τ∆T logT et τ > 0 on a∥∥∥β̂ΦT (ϑ̂)− β?ΦT (ϑ?)

∥∥∥
T
≤ C1

√
s? κ,

avec probabilité au moins 1− C2

(
|ΘT |

Tτ log T ∨
1
Tτ

)
.
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III) Borne pour le risque de prédiction

Le théorème montre que pour ∆T = 1/T et en prenant

κ = C0σ
√
τ∆T logT ,∥∥∥β̂ΦT (ϑ̂)− β?ΦT (ϑ?)

∥∥∥
T
. σ

√
s? logT

T
,

en grande probabilité.

Lorsque ϑ? est connu β̂ est l’estimateur Lasso. Sous des hypothèses de

cohérence sur le dictionnaire, on peut choisir κ tel que :∥∥∥(β̂ − β?)ΦT (ϑ?)
∥∥∥
T
. σ

√
s? logK

T
,

en grande probabilité ([Bickel et al, 2009]). Cette vitesse est minimax à

un facteur logarithmique près ([Candès & Davenport, 2013]) .

L’estimation des paramètres non linéaires dégrade les vitesses

d’un facteur logarithmique.
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