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Déconvolution de pics

La spectroscopie infrarouge

Wave numbers (cm-1) Peak assignment
3690-3400-3364-3200-30 14 -OH
2952-2920-2850 v — CH,,CH; Aliphatic
1731 v—C=0
1647 v—C=Cde HC =CH,
1540 v —C =C de R-CR=CH-R, § CH2 Aliphatic
1419 6C'Hy, 6-CTT Aliphatic
1160-1082 v Si-0 (5i0,)
1009-909 v Si-O (Si-OH)
825 C-Cl
664 CH  Aromatic

Table des positions des pics et groupes
chimiques associés pour des

échantillons de néoprene ([Tchalla,

2017]).
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y(t) = Zﬁ; o0k, t) +w(t), (#(0,-),0 € ©) dictionnaire continu.
k=1




Déconvolution de pics

Choix du dictionnaire continu : ¢(0,t) = ”(e’f)

PGauss: O X R = R

(t—p)?

((n,v), ) = e 277,

PlLorentz - @ x R — R

1 3 2 1 3 1 2 3

(s v), 1) = ——- J
1+ (Ear




Déconvolution de pics

y(t) = > Bk d(0F, ) + w(t).

k=1

— Retrouver le nombre s* de fonctions paramétriques dans le mélange.

— Retrouver la position des pics 0} pour identifier les groupes chimiques.

— Retrouver les amplitudes des pics 3 pour déterminer les
concentrations des especes chimiques.



Inversion d’une transformée de Laplace

Disctrétisation Transform.atlon de Observation de
sur la grille: — Ljplace discrete: 1 la transformée
(05,0 <k<s). | | DO )FED " | bruitée,

y(t) = > Bk d(0%, t) + w(t).

60, t) = HW(((;J))H' — Retrouver s*, (85,1 < k <s*) et
o (0%,1 < k < s*) pour reconstruire f.
p:O@xR—-R
(6,t) — e t?
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[1I) Borne sur le risque de prédiction



I) Le modele

On observe un signal y sur le support d'une mesure A\ .

-

e )7 discrete (ex: A7 = At ) d;) — observations sur une grille.
=1

e A1 continu (ex: A7 = Lebesgue) — observations continues.



I) Le modele

On observe un signal y sur le support d'une mesure A\ .

-

e )7 discrete (ex: A7 = At ) d;) — observations sur une grille.
=1

e A1 continu (ex: A7 = Lebesgue) — observations continues.

On observe un signal y bruité par un processus stochastique wr .
e Pour tout f € L2(A7), Var (f,wr); < a2 At ||f]5.
On définit,

(Fe)r = / F(Dg(t) Ar(dt) et [[Fly=(F,AY> pour f g e 2(\r).



I) Le modele

On observe un signal y sur le support d'une mesure A\t .

-
e )7 discrete (ex: A7 = At ) d;) — observations sur une grille.
j=1
e A7 continu (ex: A7 = Lebesgue) — observations continues.
On observe un signal y bruité par un processus stochastique wr .
e Pour tout f € L2(A7), Var (f,wr); < a2 At ||f]5.
On définit,

<f,g>r:Af(f)g(t)Ar(dt) et |flly=(f,HY* pour f,gel’(Ar).

Le parametre T correspond a la qualité des observations: A+ — 0.
T—+oc0




I) Le modele

On observe le signal

[ y = B Or07) + wr, A7 —pp. J (modgle)

Pour tout ¥ = (64, -- ,0k) € OK,

o7(61)
¢T(19) = :

é1(0k)

est la fonction multivariée ® (1)) définie sur R 3 valeurs dans R¥,
t— &7 (Y, t).

Le parameétre K est une borne arbitrairement grande pour s* .



I) Le modele

-
e Exemple discret: Grille réguliere sur [0,1], A7 = A7 ) 0, avec
j=1

ti=j/T et Ar =1/T, wr(t)) ’_r’yd./\/'(O,az).

y<;—) :6*(])7— (19*’-;—) +VVJ’ Wi IN N(0702)7 J: 17 7T



I) Le modele

-
e Exemple discret: Grille réguliere sur [0,1], A7 = A7 ) 0, avec
j=1

ti=j/T et Ar =1/T, wr(t)) ’_r’yd./\/'(O,az).

1()=por(rg) v N jetT

e Exemple continu: A\t = Lebesgue sur [0, 1] et wr est un
Brownien: wr = o/Ar B, At =1/T,

o
= [*O(9*)+ —= B, Lebesgue-p.p.
y = B*o(9*) T gue-p.p



I) Le modele

-
e Exemple discret: Grille réguliere sur [0,1], A7 = A7 ) 0, avec
j=1

ti=j/T et Ar =1/T, wr(t)) ’_r’yd./\/'(O,az).

y<;—) :6*(])7— (19*’-;—) +VVJ’ Wi IN N(0702)7 J: 17 7T

e Exemple continu: A\t = Lebesgue sur [0, 1] et wr est un
Brownien: wr = o/Ar B, At =1/T,

y = B70(97) + LT B, Lebesgue-p.p.

VT

Dans les deux cas : Vf € L?(\7), Var (f, wr) < o2 AT ||f||2T .



I) Le modele

[ y = B Or(9) £ wr, A — pop. ] (modele)

On considere une extension non linéaire du modele de régression

H 1 1 N . *x *
parcimonieuse en grande dimension : $* = {k, [} # 0},
Card S* = s* < K.



I) Le modele

[ y = B Or(9) £ wr, A — pop. ] (modele)

On considere une extension non linéaire du modeéle de régression

parcimonieuse en grande dimension : $* = {k, [} # 0},
Card §* = s* < K.

— Estimateurs pour 5* et 9%, 7
— Risque de prévision ?

(a une permutation jointe sur les composantes de 5* et ¥* prés)



I1) Probleme d’optimisation

Formulation d'un probleme d'optimisation avec une pénalisation Lasso
pondérée par k > 0 :

A % . 1
(B.9) e argmin Sy =50 + sl
BERK 90K

©r1 C O, intervalle compact.

On suppose que pour tout k € S*, 0 € O1 .

Probléme non-convexe mais des méthodes numériques performantes
existent (sliding Franck-Wolfe algorithm [Denoyelle et al, 2019]).

10



I1) Probleme d’optimisation

On peut réécrire le modele
y =B ®r(0*)+wr, Ar—pp
sous la forme

y = / r(6)°(d0) + wr, A7 —pp

*

S
avec pu* = ) Bide; -
k=1

11



I1) Probleme d’optimisation

Formulation d'un probléme sur un espace de mesures (Beurling Lasso [De
Castro & Gamboa 2012]),

i€ argmin Iy - /¢T u(dO)|12 + Ll v-
HEM(O)

Probleme convexe !

S
Remarque: pour 1= > Bxda, on a |[ull+, = I8,
k=1

12



I1) Probleme d’optimisation

i € argmln —||y /¢T 1(d0)|[5 + &l|ullrv-
pnEM(©

Obtient-on une mesure /i discrete ?

13



I1) Probleme d’optimisation

i € argmln —||y /¢T 1(d0)|[5 + &l|ullrv-
pnEM(©

Obtient-on une mesure /i discrete ?

— Lorsque At est discrete, si I'ensemble des solutions est non vide, il
existe une solution discrete [Boyer et al, 2019].

I TH

— Sous des hypothéses sur ¢ et u* et lorsque k et “—'L sont

suffisamment petits les solutions sont discretes et composees de s* Diracs

[Duval & Peyré 2015].
13



I1) Probleme d’optimisation

i € argmln —||y /¢T 1(d0)|[5 + &l|ullrv-
pnEM(©

7
-

Ao () — B*dr(9%)

Borne sur le risque de prévision
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I1) Probleme d’optimisation

i € argmln —||y /¢T 1(d0)|[5 + &l|ullrv-
pnEM(©

7
-

Ao () — B*dr(9%)

Borne sur le risque de prévision
S .
k=1

— Pour (¢(0): t + €27 9 € T) et A7 =1/T, on peut choisir s de

telle sorte que
= Op (m/s '°gT) [Tang et al 2014].
-

|Bor(@) - gror(s)

14



I11) Borne pour le risque de prédiction

On définit sur © x ©, K1(0,0") = (¢7(0), 0o7(0")) 7

Theorem (© C R)
Hypotheses :

e wr Gaussien et pour tout f € L2(\7), Var (f,wr); < o? At ||fH2T .

e [a fonction ¢ est suffisamment réguliere.

o V1< k#U(<s* dpr(0;.6;)>9

e /Ct est suffisamment proche de Ko .
Alors pour k > Coor/TATlog T et 7> 0 on a

HB‘DT(@) — B* o7 (V%)

S Cl s* L)
-
avec probabilité au moins 1 — Cs ( 971 _ %)

T7 log T

15



I11) Borne pour le risque de prédiction

Le théoreme montre que pour A+ =1/T et en prenant

k= Coo/TATlog T,
|Bor(d) - gror(s)

en grande probabilité.

s*log T
<
TNO T )

Lorsque U* est connu /3 est I'estimateur Lasso. Sous des hypotheses de
cohérence sur le dictionnaire, on peut choisir x tel que :

A s*log K
|3 -90r@)|, s o/ =2
en grande probabilité ([Bickel et al, 2009]). Cette vitesse est minimax a
un facteur logarithmique pres ([Candés & Davenport, 2013]) .

16



I11) Borne pour le risque de prédiction

Le théoreme montre que pour A+ =1/T et en prenant

k= Coo/TATlog T,
|Bor(d) - gror(s)

en grande probabilité.

s*log T
<
‘TNU T

Lorsque U* est connu /3 est I'estimateur Lasso. Sous des hypotheses de
cohérence sur le dictionnaire, on peut choisir x tel que :

A s*log K
|3 = Bryor(m)|| s 00/ =E7,
en grande probabilité ([Bickel et al, 2009]). Cette vitesse est minimax a
un facteur logarithmique pres ([Candés & Davenport, 2013]) .

L'estimation des parameétres non linéaires dégrade les vitesses

d'un facteur logarithmique. 16



